Teorema lui Cauchi
[TENUNTUL TEOREMEI
Fie f si g doua functii, f,g:[a,b] >R, cu proprietatile:
a) fsi g continue pe [a,b]
b) f si g derivabile pe (a,b)
c) g’(x)=0
atunci g(a)=g(b) si (3) cel putin un punct ce(a,b) a.i.

f(o)-f(a) _ f'(c)
g(b)-g(a) g'(c)

I DEMONSTRATIA TEOREMEI

P.p.a.cag(a) =g(b)
g continua pe[a,b] + = (3)cel putin un punct ¢ € (a,b)a.i.g'(c) =0
g der.pe(a,b)
dar g'(x) # 0 = contradictie.
= g(a) # 9(b).
Fie h(x) =f(X) + k - g(x); k - constanta reala a.i. h(a) = h(b)
= f(a) +k-g(a) =f(b) + k - g(b)
= f(a)-f(b) =k -g(b) -k -g(a)
= f(a) - f(b) =k(g(b) - 9(a))
__f(o)-f(a)

g(b)-g(a)



h continua pe[a,b]

h derivabila pe (a,b) = (3) cel putin un punctc € (a,b) a.i. h*(c) =0;
h(a) = h(b)

h'(x)=f'(x)+k-g'(X)

h*(c)=f'(c)+k-g'(c)

=f(c)+k-g'(c)=0

_, f(b)-f(a) _ '(c)
g(b)-g(@ g'(c)

INTERPRETARE GEOMETRICA

Pantele celor doua drepte sunt proportionale cu pantele
tangentelor duse la graficul functiei in punctul ¢ corespunzator.



"1 APLICATII

1.Saseaplice TEOREMALUICAUCHY in cazul functiilor :

f:[-25]->R

AWX+3 -2<x<1
f(x) =

X+£ 1<x<5h

4
g:[-25] >R g(x)=x.

Functia f este continua pe[-2,1)si[1,5] ca functie elementara.
Se pune problemainx=1

lim f(X) = lim vx+3=2

X—1;x<1 x—1;x<1

X+7
lim f(X) = lim T=2

f(1) = 2 = f este continua pe [- 2,5]
Functia f este derivabila pe[-2,1)si[1,5] cafunctie elementara.
Se pune problemainx=1

Cy e T)-f(1) 1
fs(l)_xllml X-l _4
'-(1) = lim fe9-f1) _1

x—1;x<1 X - 1 4
= f este derivabila pe[-2,5].
Functia g este continua si derivabila pe[-2,5] caf. elementara.



g'(xX)=1=0
t.cauchy f'(c) f(5)-f(-2)

"g'(c) 9(5)-9(-2)

(3)cel putinunce(-2,5)a.i

(1
X e(-2,1)
F(x)=q V%3
% ;X e[1,5)
g'(x)=1
T _2
g'(c) 7

C&ZU|1'XE(21)

2
J_ g0=1= zJ__7

4\/c-3:7:>16(c-3)=49:>c:i—6€(-2,1)

—f'(c)=

Cazul 2:xe(1,5)
:f'(c):% ;0'(c)=1 :‘%%(F)

97
=C=—
16



2.Sase aplice Teorema lui Cauchy pentru functiile
f,g:[1,e] > R ,f(X)=In(x)si g(x) = 2x -1 ,determinand punctul

c corespunzator. Similar pentru functiile f,g: [%%} —>R

f(x) = sin(x) si g(x) = cos(x).
of :[1,e] > R f(X)=In(x)

g:[l,e] > R g(x)=2x-1
f si g sunt continue pe[1,e]cafunctii elementare
f si g sunt derivabile pe (1,e) ca functii elementare
g'(x)=(2x-1)=2

t.cauchy (3) cel putin un punct c  (1,e) a.i. f"(c) _fe)-fid) 1
= g'(c) g(e)-9(1) 2e-2

f'(x)=§ L g(X)=2

g'(c) 2¢c 2e-2

— R f(X)=sin(x)

—> R g(x)=cos(x)



f si g sunt continue pe [%%} caf elementare

f sigsuntder.pe {%%} caf elementare

g'(xX)=-sin(x);sin(x) 0= x#kx

. cauchy (3) cel putinun punctc (Z;Zj
= 6 3

o 151 »

a.l

SeEazel

) = cos(c) :-ctg(c):-1:>c:z
g'(c) -sin(c) 4

3. Sase studieze valabilitatea teremei lui Cauchy si sa se
determine valoarea punctului c:

X +1, xe(1,3]
f:[03] >R f(x)=1°

-x+%, x €[0,1]

g:[0,3] >R g(x):;<



Functia f este continua si derivabila pe[0,1)si (1,3]
ca functie elementara.

Se pune problemainx =1.

Continuitatea

4
lim f(X) = lim —x+§=1/3

X—1;x<1 x—1;x<1

3

lim f(x) = |im§-x2+1:1/3

X—1;x>1 X—1;x>1

f(1) =1/3 = f este continua pe|[0,3].
Derivabilitatea

Fo(0) = lim T _

X—1;x<1 X_l
COf(X)-f(1) . X -3x+2
(1) = [im R X TSX e g
Foll)= Jim = = im0 )

= f este der. pe (0,3).

Functia g este continua si derivabila pe[0,3]
ca functie elementara.

g (=1 BCUNY o el putin un punct c < (0.3)
—

i F© _f3)-f0) _
g'(c) 9(3)-9(0)




2-2 1,3
F =1 X xe(1,3)
-1 x€(0,1)
g'(x)=1
Cazull:xe(1,3)
f'(c)=c*-2c ; g'(c)=1:>$=&-20=-1/9
g'(c)
=9¢*-18¢c+1=0

A =288 :>c1:3+§ﬁe(1,3)

Cazul 2:x<(0,1)
f'(c)=-1 g'(c)=1=-1=-1(A)

3+242
—=C= 2




